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Exercice 1.
On considére ’ensemble E des matrices a coefficients réels de la forme :

a 0
<b 0)’ aceR\{0}, beR

muni du produit des matrices noté ®.

a. Montrez que (E,®) a une structure de magma.
b. Est-ce que (E,®) a des éléments neutres a droite ?
c. Est-ce que (E, ®) a des éléments neutres a gauche ?

d. Soit e un élément neutre a droite. Montrer que tout élément de E posséde un inverse a gauche pour cet élément
neutre, i.e.

(Vg € E)(Fh € E)(hg =e)

Exercice 2.
On considére un triangle équilatéral. On note 1, 2 et 3 ses sommets, d; la médiane issue de 1, d, celle issue de 2 et ds celle

issue de 3 et O leur intersection.

ds d;

1 ds

On note f; la rotation de centre O et d’angle 0°, f5 la rotation de centre O et d’angle 120°, f5 la rotation de centre O et
d’angle —120° et fq, f, et f3 les symétries orthogonales d’axes respectifs d;, d, et ds.

a. On peut résumer ’action de ces transformations sous la forme d’une matrice :

1 2 3
(fi“) fi(2) fi(3))

Par exemple, pour f :
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1 2 3
3 21
Donnez les 5 autres matrices des cing autres transformations.
b. On note E I’ensemble de ces transformations. Dressez la table de Pythagore de (E, o).

c. Quelle est la structure algébrique la plus « riche » de (E, o) : magma, monoide, groupe, anneau, demi-anneau, corps ?

d. Observez bien les représentations matricielles des éléments de E : est-ce qu’elles vous rappellent une notion étudiée
en cours ?

Exercice 3.
Soit A =R\ {—1, O}. On considére les fonctions suivantes de A dans A :

fix)=x falx)=-  f3(x)= fax)=1-x  f5(x) = fe(x) =
Est-ce que E = {ﬁ , T2, f3, g, fs, fg} est un groupe pour la composition des fonctions ?

Exercice 4.
Dans la bibliothéque Data.Monoid de Haskell est définie la classe de type Monoid de la fagon suivante :

Haskell
‘class Monoid a where
‘ mempty :: a
k mappend :: a -> a -> a
Voici un extrait de la documentation :
Haskell

‘The class of monoids. Instances should satisfy the following laws:
‘ mappend mempty x = X

‘ mappend x mempty = X

‘ mappend x (mappend v z) = mappend (mappend X V) z

a. Quel est le lien entre la classe Monoid et la structure de monoide étudiée en cours ? Expliquez.

b. Voici une instance possible de cette classe :

Haskell

‘instance Monoid Int where
‘ mempty = 0
‘ X ‘mappend‘ y = X + V

i. Sil'on avait remplacé + par =, qu’aurait-on mis a droite de mempty ? Expliquez.

ii. On définit la fonction :

Haskell

‘mconcat :: (Monoid a) => [a] -> a
‘mconcat = foldl mappend mempty

Expliquez ce que donne mconcat ([5,6,10] :: [Int]) . On rappelle que :: selit «...qui a pour type... ». On précise
donc ainsi que [5,6,10] est une liste d’entiers.

c. Peut-on faire de String une instance de Monoid ?

Haskell

‘instance Monoid String where
‘ mempty = 7?77
‘ mappend = ??77?
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d. Pouvez-vous définir mempty et mappend en utilisant uniquement mconcat ? Expliquez.

e. Une fonction f :: a -> b entre deux monoides a et b est un morphisme de monoide si elle préserve la structure
de monoide :

Haskell

‘f (mempty :: a) = mempty :: b
‘f (x ‘mappend‘ y)

f x ‘mappend‘ f y

Donnez un exemple bien connu de morphisme entre String et Int considérés comme des instances de Monoid .

f. On définit une classe Groupe pour définir des...groupes :

Haskell

‘class (Monoid g) => Groupe g where
‘ sym ::g->g¢g

ainsi qu’'un type Complexe qui représente...les nombres complexes :

Haskell
[data Complexe = Double ::: Double
On fait de Complexe une instance de Show
Haskell

‘instance Show Complexe where

" " naen

‘ show (r:::i) = (show r) ++ + ++ (show i) ++ "i

Par exemple :

Haskell

‘> let z = 3:::5
>
3.0 + 5.0i

i. Faites alors de Complexe une instance de Monoid

ii. A votre avis, quel est le réle de sym ? Faites alors de Complexe une instance de Groupe .

ifi. On définit une classe EV pour représenter des structures d’espaces vectoriels :

Haskell
‘class (Groupe v) => EV v k where
‘ (AA) it k>Vv >V
Complétez alors l'instanciation suivante :

Haskell

‘instance EV Complexe Double where
‘ (AA) ko (riiii) = 77777

Haskell

> let z = 3:::5
> let z’ = 2:::(-4)
> sym z
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Exercice 4.

C.

Haskell

‘ instance Monoid String where
‘ mempty =
‘ mappend

d.

-7/8 - T.S.V.P.



FEUILLE DE REPONSE DS-M1-21

eee Haskell
1.

instance EV Complexe Double where

ANk (r:::i) =
Haskell

> let z = 3:::5

> let 2z’ = 2:::(-4)

> sym z

> z ‘mappend‘ z

> (3::Double) A.A z
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