Corrigé du devoir maison n° 11

| EXERCICE 1 |

1. @ A linstant ¢ = 1,5, les machines 1, 3, 5 et 7 sont déja tombées en panne.
e Par conséquent le dispositif 2 est déja tombé en panne (machine 1 en série avec la 2) ainsi que le dispositif
25 (machine 5 en panne et en série avec la 6, plus machine 7 en panne, en dérivation avec la série 5-6). Le
dispositif 25 fonctionne toujours car seule la machine 3 est tombée en panne, or elle est en dérivation avec
la 4 qui fonctionne toujours.

t=0]t=005t=1]t=1,5|t=2]t=2,5t=3
D | 1 1 1 0 0 0 0
Dy | 1 1 1 1 0 0 0
Dy | 1 0 0 0 0 0 0

21 est en panne dés que la premiére des deux machines 1 ou 2 l'est ; pour % il faut que les machines 3 et
4 soient en panne toutes les deux; quant a %5 il faut 7 en panne ainsi que 'une des deux autres (5 ou 6).
2. Si My n’a encore subi aucune panne, c’est que X;(w) est supérieur a l'intant considéré, soit X;(w) > t.
Soit t >0, P(X; <t)=1-P(X;>t)=1—q=1—et. Deplussit<0P(X(1) <t) =0, on reconnait
la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1.
3. (a) random représente la loi uniforme sur le segment [0,1], et pour = > 0, e=** € [0, 1] donc
P(X(1) € ) = P(random > e **) = 1 — e **. ST x < 0, alors e‘” > 1 donc P(X( ) < z) =0. Ainsi
X (1) est bien exponentielle de paramétre )\.
(b) Lignes 8 a 11 : le dispositif est en panne dés qu'une des machines I'est, le temps d’attente pour la panne
est donc le min des deux temps d’attente.
Lignes 12 & 16 : le dispositif est en panne si les deux machines le sont, le temps d’attente pour la panne
est donc le max des deux temps d’attente.

(c) Lignes 16 a 25 : on regarde laquelle des deux machines 5 ou 6 tombe en panne en premier (min des deux
temps d’attente) puis on compare avec la machine 7 (c’est le max du temps d’attente de 7 et du min de
5 et 6).

(d) On effectue 10000 simulations, pour une loi exponentielle de paramétre 1, on obtient donc une valeur
moyenne des temps d’attente sur ces 10000 simulations.

4. (a) e OnaY; = min(Xy, Xo) donc [Y; > t] = [X; = t]N[X2 > t] et comme ces événements sont indépendants,
PYi12t)=P(X1 2t) x P(Xs 2t) = (1-P(X1 < t)) x (1-P(X, <))
Donc P(Y; <t) =1—P(Yi >t)=1—(e )’ =1—e2sit>0et0sit<0.
e Yo = max(X3, Xy) donc [Yo < ] = [X5 < ¢ N [X4 < t] et comme ces événements sont indépendants,
P(Ya<t)=P(Xs<t) x P(Xa<t)=(1—e ")’ sit>0et Osit<0.
e Y3 = max ((X7,m1n(X5,X6 ) ne [Yz < t] = [X7 < )N [min(X5, X6) < .
Or P(min(X5, Xs) < t) = P(min(Xq, X3) < t) (mémes lois) donc par indépendance de X7 et de
min (X5, X¢), on obtient P(Yz <t) = (1—e™") x (1 —e ) sit>0et 0sit<0.

Fy, F, et Fy sont nulles sur R~ et V¢ > 0, Fi(t) =1—e ", Fy(t) = (1 - e_t)2 et F3(t)=(1—e")x (1—e?)

(b) Les fonctions de répartitions de Y7, Ya, Y3 sont continues sur R, de classe 4! par morceaux (partout sauf
en 0) donc ce sont des fonctions de répartition de variables a densité :

o fit)=2e 2 sit>0et0sit<0

o fot)=2et(1—e")sit>0et0sit <0

e fst)=et(l—e?)+2e 2 (1—ef)=e'+2e 2 —3esit>0et0sit<0
On reconnait une densité de loi exponentielle de paramétre 2 pour Y;.

1 1
(¢) L’espérance de Y; vaut 3 et sa variance 1 (sans calcul nécessaire, résultat de cours).

Sous réserve de convergence, E(Y;) = /+°°2 te ' (1—e ")dt
A 0 A
Soit A > 0, / 2te ' (1—e t)dt = [—Zte_t + te_Qt]gl _ / (_2€—t n e—Qt) dt
) e_Qg 3 3
Donc E(Ys) = Al_i}r_~1r_1DO (—2Ae—A + Ae—2A) _ (2e—A -5 ) i st
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De méme, E(Y3) = / tle™!+2e 2 —3e ") dt
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Soit A > 0, / t (eft +2e7H — 3e*3t) dt = [ft et —te 2 4 te*St}
0

e—2A e—3A 1 1
Donc E(Y3) = Alirf (—Ae_A —Ae 4 Ae_SA) — (e_A + 5~ 3 ) + <1 + - - > =
—+o00

—+o0
Sous réserve de convergence, E((Y2)?) = / 2t%e (1 —e t)dt
0

Soit A > 0, /OAQ et (1—e)dt = [-2t2e " + 17 e_Qt]gl - /OA(—4te—f T
= [28e P 4 e )0 — [dtet — e ] 4+ /OA(4 et —e72) dt
B((%)?) = lim (-24%¢ 44 426 >) — (14074 — Ae ) 4 (44— ) 14— % - g
Done V(Y3) = Z _ (2)2 _ g
Sous réserve de convergence, E((Y3)%) = /O +O<22 (7" +2e ¥ —3e7%)dt
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Soit A > 0, / 2 (e7'42e =3 ) dt = [t — e 4 2 e ]
0
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2t 2
= [tPe ™ —tPe " 4 17 673’5]31 = {2tet +te ? — 5 egt} + / <2 et 4e - 3 eBt) dt
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E((Y3)2) = lim (—A2 e A - A%e A 4 42 e_3A)— (2 Ae ™ 4 Ae ™24 — 5 e_SA) + (2 e A e - 3 e_3A> +
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D Y = — — —_ = —

one V(¥s) = 33 <6) 12
1 1 3 5 7 11
EM)=5 VM) =7 EM)=5 V(V2)=7 E(N)=¢ V(¥s) =15

(d) Les résultats sont sensiblement conformes aux prévisions (espérances proches des moyennes simulées).

| EXERCICE 2 |

1. On illtégre par partie : /0 tf(t)dt = [tF(t)JO 7/0 F(t)dt =z F(x) 7/0 F(t)dt;
or / (1-F@)dt—z[l-F(z) =2 — / F(t)dt — x + x F(z) d’ou l'égalite.
0 0
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2. (a) f est a valeurs positives et z € RT ; d’autre part f(t) dt converge (et vaut 1) donc / x f(t)dt >0
“+o0 wO “+o0 “+ o0 :1:
D’autre part, E(X) — ¢(x) = / tf(t)dt — / tf(t)dt = / tf(t)dt > / x f(t)dt
0 0 T T
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M) 1-Fa) = | f)de— [ F(t) dt = (t)dt, done = (1 F(x)) = / 2 f(t)dt < B(X) — (@)
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D’autre part x (1 - F(:c)) >0,donc 0 <z (1 - F(x)) < E(X) — p(x), et comme F(X) existe,

EX)= lir+n tf(t)dt = hrf ©(x). On conclut par le théoéme d’encadrement (dit des gendarmes).
z—+00 J T—+00
3. (a) ¢ est une primitive de z — x f(2) qui est continue sur RT, donc ¢ est dérivable et ¢'(z) = x f(z).

f est une densité de probabilité, donc a valeurs positives, ainsi ¢ est croissante sur R*.

xT “+o0
(b) Pour tout z > 0, x (1 - F(x)) > 0 donc 0 < ¢(z) < / (1—-F(t)dt < / (1= F(t)dt. ¢ est
0 0

croissante majorée, donc admet une limite finie en 400, par conséquent X admet une espérance égale &
cette limite.
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4. X admet une espérance mathématique si et seulement si / (1 — F(t)) dt converge.
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